
Ph 114.  Assignment 3

Solutions
TA: John Joseph M. Carrasco
jjmc@physics.ucla.edu

5.14.1

a) If c is a function only of z, show that „q/„s=- HcosHq0 L ê c0 L „ c ê„ z, with q0  the angle of elevation of the ray where c = c0 .

We know (c.f. eqn 5.14.15) that „ÅÅÅÅÅÅÅ„s  HHn ª c0ÅÅÅÅÅÅÅc Lµ cosHqLL = 0 ï c0ÅÅÅÅÅÅÅc  cosHqL = constant = c0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcHz=0L=c0
 cosHqHz = 0L = q0 L

 ï cosHqLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc = cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0
.

Expanding the differential equation, „ÅÅÅÅÅÅÅ„s  HHn ª c0ÅÅÅÅÅÅÅc Lµ cosHqLL = 0, also gives us the relation:
 0 = „ÅÅÅÅÅÅÅ„s  Hn cosHqLL = H „nÅÅÅÅÅÅÅ„s L cosHqL - n sinHqL „qÅÅÅÅÅÅÅ„s  ï „nÅÅÅÅÅÅÅ„s = n sinHqLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHqL

„qÅÅÅÅÅÅÅ„s

We also know that „ÅÅÅÅÅÅÅ„s  Hn sinHqLL = „nÅÅÅÅÅÅÅ„z   ï
H „ÅÅÅÅÅÅÅ„s  nL sinHqL + n cosHqL „qÅÅÅÅÅÅÅ„s = „nÅÅÅÅÅÅÅ„z  ,  substituing in for  „nÅÅÅÅÅÅÅ„s  from above,  and recalling sin2 + cos2 = 1 we have:

„qÅÅÅÅÅÅÅ„s  I nÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHqL M = „nÅÅÅÅÅÅÅ„z = - c0ÅÅÅÅÅÅÅc2  „cÅÅÅÅÅÅÅ„z    ï

„qÅÅÅÅÅÅÅ„s = - c0ÅÅÅÅÅÅÅc2  cÅÅÅÅÅÅÅc0
 cosHqL „cÅÅÅÅÅÅÅ„z = - cosHqLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc  „cÅÅÅÅÅÅÅ„z = - cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

„cÅÅÅÅÅÅÅ„z , and we're done.  

 b)   If g = dc ê dz  is a constant, find the radius of curvature R.  Is R  a constant?

looking  at  picture  15.14.2  in  the  text,  dz=sin(q)  ds.    Defining  Rª » „sÅÅÅÅÅÅÅ„q »,  and  plugging  in  from  above,  we
find:
R = … I- cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

„cÅÅÅÅÅÅÅ„z M
-1 … = … I- cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

gM-1 … = … c0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHqL  1ÅÅÅÅg ….

Yes, R is constant.

c) If the temperature of air decreases linearly with height z, verify that cHzL = c0 - g z. The speed of sound goes
linearly with temperature ï if T is linear with z, so must c.   cHzL = c0 + k z, we find out what k is by differentiating
giving us: k= „cÅÅÅÅÅÅÅ„z = g.

Now they ask us to find radius of curvature for q0 = 0, and to ask at what x, z will have reached 10 meters.

From  the  link  off  my  web-page,  we  find  an  equation  for  speed  of  sound  as  a  function  of  tempera-
ture:
c HzL = c0  m ê s + .6m ê s êC *THzL
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If THzL = -5C êkm * HzL, then we have:
cHzL = 340 + .6 H-5 zL = 340 - 3 z  ï |g|=3  ï R = c0ÅÅÅÅÅÅÅg = 113.33

Now: dzÅÅÅÅÅÅÅdx = tanHqL ï Ÿ dx = Ÿ dz 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅtan  Hq HzLL = Ÿ dz 1 ë"##################1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh2 c2 - 1

= · dz 1ì$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%3402
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH340-3 zL2 - 1 Hsee 14.2.a for detailsL

We solve this integrating dz from 0 km, to .01 km, giving us Ÿ dx = 1.5 km .

5.14.2

Assume the speed of sound is given by the quasi-parobolic profile cHzL = c0 H1 - He zL2 L-1ê2 .   Let the depth z=0, which defines
the axis of the sound chanel, lie well below the surface of the ocean.

ü a)  Find the equation z(x) for rays emitted by a source at (x,z)=(0,0) with angles of elevation or depression 
± q0

Hint: use Snell's law, dzÅÅÅÅÅÅÅdx = tanHqL, and Ÿ Ha2 - u2 L-1ê2
 du = sin-1 Hu ê aL

„zÅÅÅÅÅÅÅ„x = tanHqL ï „zÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅtanHqL  = „x  ï  Ÿ „ x = Ÿ „ z 1 ê tanHqHzLL

We know that from Snell's law: cosHqHzLL = cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0
c(z) ï q(z)= ArcCosA cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

cHzLE .
Let's define h = cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

.   As tanHarccosHuLL =
è!!!!!!!!!!!!1-u2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅu , we have:

tanHqHzLL = tanHarccosHh cHzLLL =
"###################1- h2 c2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c

= "##################1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh2 c2 - 1

= $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h2 c0 2 H1-He zL2 L-1 - 1

= $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1-He zL2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh2 c0 2 - 1 = eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c0
 "#############################1-h2 c0 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe 2 - HzL2

defining m = e 2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c0

= eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L  , and a2 = 1-h2 c0
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe 2 = sin2 Hq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe2 , we have:
tanHqHzLL = m 

è!!!!!!!!!!!!!!!
a2 - z2  ï ∫ „zÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅtanHqHzLL = x ó

So we have: 1ÅÅÅÅÅm  Ÿ „z 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
a2 -z2

= x ï 1ÅÅÅÅÅm  arcsinH zÅÅÅÅÅa L = x ==> z = sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe sinI eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L xM.

Nice, huh?
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ü b) Average speed

This is going to be:  DxÅÅÅÅÅÅÅÅDt , where Dt= ŸsHx=0L
sHx=DxL 1ÅÅÅÅÅc  „ s = Ÿx=0

x=Dx 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcHzHxLL cosHqHxLL  „ x.   This holds as:
dxÅÅÅÅÅÅÅds = cosHqLï ds = dxÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHqL .  I had trouble getting this integral to work out myself to cancel epsilons, but
if you have the basic idea, you'll get credit.  

ü c) Show that for » q0 » £ p ê 8, c(z) is a good aproximation to the parabolic profile c0I1 + 1ÄÄÄÄ2  He zL2M

This follows via series expansion.  Small q0 ï small change in speed of sound.  can approx z as  s sinHq0 L > s q0 .
 c0 H1 + 1ÅÅÅÅ2  He zL2 L-1ê2

@ c0 H1 - He s q0 L2 L-1ê2
= c0 + 1ÅÅÅÅ2 s

2 e2 c0 q0
2 + OHq0

4 L = c0 H1 + 1ÅÅÅÅ2  He s q0 L2 L + OHq0
4 L

> c0 H1 + 1ÅÅÅÅ2  He zL2 L

Rest is plugging in numbers.

5.14.3

cHzL = c0 H1 - e » z »L-1ê2

ü a)  Find the equation z(x) for rays emitted by a source at (x,z)=(0,0) with angles of elevation or depression 
± q0

Hint: use Snell's law, dzÅÅÅÅÅÅÅdx = tanHqL
„zÅÅÅÅÅÅÅ„x = tanHqL ï „zÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅtanHqL  = „x  ï  Ÿ „ x = Ÿ „ z 1 ê tanHqHzLL

We know that from Snell's law: cosHqHzLL = cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0
 cHzL ï q(z)= ArcCosA cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

cHzLE .
Let's define h = cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

.   As tanHarccosHuLL =
è!!!!!!!!!!!!1-u2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅu , we have:

tanHqHzLL = tanHarccosHh cHzLLL =
"###################1- h2 c2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c

= "##################1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh2 c2 - 1

= $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h2 c0 2 H1-He »z»LL-1 - 1

= "####################1-e »z»ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh2 c0 2 - 1 =
è!!!

eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c0
 "###########################1-h2 c0 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe - … z …
defining m =

è!!!!
eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c0

=
è!!!

eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L  , and a = 1-h2 c0
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe = sinHq0 L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe , we have:
tanHqHzLL = m 

è!!!!!!!!!!!!!!!
a - » z »  ï ∫ „zÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅtanHqHzLL = x 
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We know that from Snell's law: cosHqHzLL = cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0
 cHzL ï q(z)= ArcCosA cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

cHzLE .
Let's define h = cosHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc0

.   As tanHarccosHuLL =
è!!!!!!!!!!!!1-u2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅu , we have:

tanHqHzLL = tanHarccosHh cHzLLL =
"###################1- h2 c2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c

= "##################1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh2 c2 - 1

= $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
h2 c0 2 H1-He »z»LL-1 - 1

= "####################1-e »z»ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh2 c0 2 - 1 =
è!!!

eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c0
 "###########################1-h2 c0 2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe - … z …
defining m =

è!!!!
eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅh c0

=
è!!!

eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L  , and a = 1-h2 c0
2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe = sinHq0 L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe , we have:
tanHqHzLL = m 

è!!!!!!!!!!!!!!!
a - » z »  ï ∫ „zÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅtanHqHzLL = x 

So we have: 1ÅÅÅÅÅm  Ÿ0

±b
„ z ' 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!a-»z» = x ï ° 2 Iè!!!!!!!!!

a°z -
è!!!!

a M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅm = x ==> z = a ± I° x uÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 +

è!!!!
a M2

 z = a ± I° x uÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 +
è!!!!

a M2 = a ± I x2 u2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 + a ° x uè!!!!

a M

= sinHq0 L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe ±
i
k
jjjjj

x2 J è!!!
eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L N

2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 + sinHq0 L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe ° x
è!!!

eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L
"##############sinHq0 L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe

y
{
zzzzz

= sinHq0 L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe ± I x2 I eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 cos2 Hq0 L M + sinHq0 L2ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe ° x sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L M

If we take the minus, then we get:
   z = x sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L - e x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 cos2 Hq0 L

Which matches the answer in the back of the book:

Their answer:  Z= 2 X - X2  e zÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅsin2  q0
= 2 I e xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 Sin@q0 D Cos@q0 D M - I e xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 Sin@q0 D Cos@q0 D M

2

ï z = x sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L - e x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 cos2  q0

ü b

For a ray with initial angle q0 , find the distance Dx between x-axis intercepts and the maximum distance Dz it attains above
of below z=0.

So x-axis intercepts occur when z=0, so:
z = x sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L - e x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 cos2  q0
= 0 ï x =0 and x= 4 cosHq0 L sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe . so Dx = 4 cosHq0 L sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe

Max dist Dz:

z ' = sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L - e xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 cos2 Hq0 L ã 0 ó x = 2 cosHq0 L sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe  ï
zmax = 2 cosHq0 L sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe  sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcosHq0 L - eÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 cos2  q0

 H 2 cosHq0 L sinHq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe L2

= 2 sin2 Hq0 L ê e - 4 sin2 Hq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 e = sin2 Hq0 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅe

ü c

For a given ray  find an expression for  the average speed with which energy propagates  out to a distance x lying on the
channel axis.
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 This is going to be : DxÅÅÅÅÅÅÅÅDt , where Dt = Ÿx=0

x=Dx 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc cosHqL  „ x. I had trouble getting this integral to work out myself, but
if you have the basic idea, you ' ll get credit.

ü d 

For » q0 » § p ê 8 show that c(z) is a good approx of the linear profile c0 H1 + 1ÅÅÅÅ2  e » z »L.

This follows via series expansion.  Small q0 ï small change in speed of sound.  can approx z as  s sinHq0 L > s q0 .
 c0 H1 - He » z »LL-1ê2 @ c0 H1 - He s » q0 »LL-1ê2 = c0 + 1ÅÅÅÅ2 s e c0 q0 + OHq0

2 L = c0 H1 + 1ÅÅÅÅ2  He s q0 LL + OHq0
2 L

> c0 H1 + 1ÅÅÅÅ2  e » z »L
Rest is plugging in numbers.
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